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Biindner Kantonsschule Chur

1 Grundlagen
Formelsammlung

1 Grundlagen

1.1 Nomenklatur in der Mathematik

r+y==
rT—y==z
Ty ==
r ooy ==2
a’ =
Va =
log,(b) =

[f(x)dr = F(x)+ C

n nCr k
oder
n nPr k

()

Addition
Summand
Summand
Summe

Subtraktion
Minuend
Subtrahend
Differenz

Multiplikation
Faktor

Faktor

Produkt

Division
Dividend
Divisor

Quotient

Potenz
Basis
Exponent
Index
Potenzwert

Waurzel
Wourzelexponent
Radikant
Waurzelwert

Logarithmus
Logarithmusbasis
Numerus
Logarithmuswert

Funktion

Name der Funktion

Variable / Stelle / Argument
Funktionswert

Stammfunktion
Integralzeichen
Integrand

Differential
Stammfunktion
Integrationskonstante

Binomialkoeffizient
Anzahl Elemente
Ausgewihlte Elemente (bzw. k mal ziehen)
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1.2 Symbole in der Mathematik
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

Kartesisches Koordinatensystem

z
= 2 bzw. 3 Achsen 1 A
1
= Orientierung
= Beschriftung -1 1! . 1y
= (min.) eine Einheit 17 x
Zum Beispiel: Abbildung 1 2D- Abbildung 2: 3D-

Koordinatensystem Koordinatensystem

1.2 Symbole in der Mathematik

= gleich #* ungelich

= daraus folgt (Implikation) < genau dann, wenn (Aquivalenz)
L senkrecht, orthogonal, normal | parallel

o proportional = identisch, kongruent

~ ungefahr ~ dhnlich

€ Element von ¢ kein Element von

C Teilmenge von 7 keine Teilmenge von

A und \% oder

= entspricht = definiert

Tabelle 1: Symbole in der Mathematik

1.3 Griechisches Alphabet

A o Alpha a N v N n
B g Beta b E ¢ Xi X
' v Gamma g O o Omikron o (kurz)
A 6 Delta d o = Pi p
E € Epsilon e (zu) P »p Rho r
Z ( Zeta z > o Sigma s
H g Eta e (offen) || T 7 Tau t
© 6 Theta th Y v Ypsilon y
I lota i ® ¢ Phi ph (f)
K &k Kappa k X x Chi ch
A )\ Lambda | L) Psi ps
M pu Mii m Q2 w Omega o (lang)

Tabelle 2: Griechisches Alphabet
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Biindner Kantonsschule Chur

2 Algebra
Formelsammlung

2 Algebra

2.1 Terme
2.1.1 Polynome
Rechengesetze
Kommutativgesetz:

a+b=b+a
a-b=b-a

Binomische Formel

Assoziativgesetz:

(a+bd)+c=a+(b+¢)
(a-b)-c=a-(b-c)

1. Binomische Formel: (a + b)? = a? + 2ab + b?

2. Binomische Formel: (a — b)? = a® — 2ab + b?

3. Binomische Formel: (a + b)(a — b) = a® — b?

Distributivgesetz:

(a+b)-c=a-c+b-c

a-(b+c)=a-b+a-c (1)

2.1.2 Briiche
a 9 _ax b
c ¢ ¢
a b ab
2= 2
c d cd 2)
a.b_a d_ad
c'd ¢ b ¢b
2.1.3 Quadratwurzeln
r=va={rcR|2°=arz =+VaNa>0} (3)
Betrag
x, x>0
|z| == { (4)
-z, <0
2.1.4 Potenzen
al =a
aa™ = a"*tm a®=1,a#0
a™ — aa™ (Zn+1
— =a
am 1" =
(a")™ =a™™ (5) 0" =0,n> 0 (6)
aanL _ (ab n . 1
n a =
< () a
bn b Vam = QZL
a"=a"=n=m
Rosshan Ravinthrarasa Seite 6



Biindner Kantonsschule Chur

2.2 Gleichungen
Formelsammlung

2.1.5 Wurzeln

Yam = kn akm {LfO =0
Va=1a
Ve v Ya=a
Va Vb= Vab 7) o (®)
Va™ = |a|,a € R, n gerade
Va _ /2 . 1
Vb b C T e
2.1.6 Logarithmus
ab:c<:>|oga(c):b<:>\’”f:a (9)
Zehnerlogarithmus a=10 Iog(b) Ig(b) = log;,(b)
Logarithmus naturalis a=e~ 272 In(b) = log,(b)
Zweierlogarithmus a=2 Ig(b) = log,(b)
Logarithmusgesetze
1. Logarithmenregel
log,, (x - y) = log,(x) + log,(y) (10)
2. Logarithmenregel
x
08, (£) = oz (0) - g, (1) (1)
3. Logarithmenregel
|Oga(l‘n) =n- |Oga($) (12)
Spezialfille
a8 = log (a®) = b
log,(a) =1
log, (1) =0
1
log, (y) = log, (1) — log,(y) = —log,(y) (13)
log(b
g (1) = 0
log(a)
log, (b) = log,(c) = b=c
2.2 Gleichungen
Diskussion bei Gleichungen
Zahl = Zahl x — unendlich Lésungen — unerfiillbar
Zahl x = Zahl y — keine Lésungen — allgemeingiiltig
2.2.1 Lineare Gleichungen
ar+b=0 (14)
Lineare Koeffizient, konstantes Glied
2.2.2 Bruchgleichungen
-+0=0 (15)
Lineare Koeffizient, konstantes Glied
Rosshan Ravinthrarasa Seite 7



2.2 Gleichungen
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

2.2.3 Wourzelgleichungen
Ve+b=0

Radikant, konstantes Glied

2.2.4 Quadratische Gleichungen
ax" +bx+c=0

Quadratischer Koeffizient, linearer Koeffizient, ,n=2V4

Losungsverfahren bei n = 2 (quadratisch / Mitternachtsformel)

—b+ Vb2 — 4ac < 0 keine Lésung
x = -
2 2a (18) D ¢ =0 eine Lésung
D = \/V? — 4ac >0 zwei Lésung

Losungsverfahren bei n = 4 (biquadratisch / Substitution)

mzza Tr=,/a1,2

422 +e=0 :J’> a+a+c=0= Losungsverfahren bei n = 2 :¢> T1,2,3,4

2.2.5 Potenzgleichungen

ar™ =0
Losungsverfahren
n gerade n ungerade
a>0|z={a,z0=—%a = 1{/a
a=0 z=0 z=0
a<0 keine Lésung x=—1/|al

Tabelle 3: Losungsverfahren bei Potenzgleichungen

2.2.6 Exponentialgleichungen
ab™ e =0
Exponentielle Koeffizient, konstantes Glied
Losungsverfahren bei b = b (Exponentenvergleich)
bertd — pfet o cp 4 d= fa+ g
Losungsverfahren bei exponentiellem Wachstum / Zerfall
A(t) = A(0) - o

Startfaktor, Wachstums- / Zerfallsfaktor

(16)

(17)

(19)

(20)

(21)
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Biindner Kantonsschule Chur

2.2 Gleichungen
Formelsammlung

2.2.7 Logarithmusgleichungen

log,(z)+c=0 (25)
Numerus, konstantes Glied
Losungsverfahren bei log, = log, (Numerusvergleich)
log,(bx +¢) =log,(fr+9) =bx+c=fr+yg (26)
2.2.8 Gleichungssysteme
Allgemeine Form eines 2 x2-Gleichungssystems
I ax+by =c
’ 27)
II fx4+gy =h
Losungsverfahren
= Substitutionsverfahren / Einsetzungsverfahren
= Additionsverfahren / GAUSS'sche Eliminationsverfahren
Rosshan Ravinthrarasa Seite 9
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3 Analysis
Formelsammlung

3 Analysis

3.1 Folgen und Reihen
3.1.1 Begriffe der Folgen und Reihen
Explizite Darstellung

Rekursive Darstellung

Partialsummenformel

3.1.2 Arithmetische Folgen 1. Ordnung
Explizite Darstellung
Rekursive Darstellung
Partialsummenformel
3.1.3 Geometrische Folgen
Explizite Darstellung
Rekursive Darstellung
Partialsummenformel
3.1.4 Unendlich Geometrische Reihen
lim (a; + alq—l—ai + .
n—r oo
3.1.5 Grenzwerte
a = lim a,
n—
Grenzwert, strebt gegen die , Funktion

ap=n

a; = T; Ap4+1 = Qn

Sp = E Q.

anp =a;+ (n—1)d

ail; Ap41 = Gn + d

Sy = %(al +ay)

)=

(29)

Definition: Eine Zahlenfolge, die einen Grenzwert hat, nennt man konvergent, falls sie keinen Grenzwert

hat, ist sie divergent.

Konvergente Folgen mit dem Grenzwert Null heissen Nullfolgen.

Rechenregeln fir das Rechnen mit Grenzwerten:

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b,

n—oo
lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n—oo n—oo n—oo

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,

n—oo n—oo n—oo
lim a,
1i Qnp n—00
im | — | ==
n—oo \ by, lim b,
n—oo

lim (¢-a,)=c- lim a,
n—oo

n—oo
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3.2 Funktionen
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

3.2 Funktionen
Schnittstelle(n) f(z) und g(x) fl@) =g(x)

Nullstelle(n) (Spezialfall) flz)=0

3.2.1 Lineare Funktionen

3 [— fo) =+
— g(x) =22
2 hz)=xz+1

1
/ | | f(x):%:wq:y (32)

Steigung m, y-Achsenabschnitt

3.2.2 Quadratische Funktionen

1/ I

31— flz)=2a?
— g(2) =222
2| —h(z)=22+1
Ay
| f(x)*Af$$+qu (33)
-3 -2 -1 1 2 3 Steigung m, y-Achsenabschnitt
_1 1
—2 1
_3 1
f@) =alz—u?+0=y (34)

Name der Scheitelpunktform, Verschiebung in x-Richtung,

Rosshan Ravinthrarasa Seite 11



3.3 Differentialrechnung
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

3.2.3 Potenzfunktionen

flz) =az" =y (35)

Variable im Exponent

fa)=c " +d=y

Spiegelung an z-Achse, Steigung,

Definitionsbereich

Exponentialfunktionen D=R
(36)
Logarithmusfunktionen D =10, oo
Umkehrfunktionen
Aus f(z) =€ = f~1(z) = In(z
fla) = = f7(@) = In2) -

Aus f(z) = In(z) = f~H(z) = €"

3.3 Differentialrechnung
3.3.1 Bedeutung der 1. Ableitung

Mit der ersten Ableitung f’(x) berechnet man die Steigung an einer Stelle des Graphs.

Rosshan Ravinthrarasa Seite 12



Biindner Kantonsschule Chur

3.3 Differentialrechnung
Formelsammlung

Ableitung elementarer Funktionen

Potenzfunktionen

Exponentialfunktionen

Exponentialfunktionen mit n = ¢ () =e”
Logarithmusfunktionen log) x =
z-Inn
1 (3)
Logarithmusfunktionen mit n = e In"z = =
x
Trigonometrische Funktionen (sin x) sin’x = cosz
Trigonometrische Funktionen (cos x) cos’ v = —sinz
Trigonometrische Funktionen (tan ) tan’z = 1 + tan®z
Ableitungsregeln
Produktregel (f9) = f'g+ fd
/ [ /
Quotientenregel <f> = f972fg
g )
(39)
1\ -4
Quotientenregel mit f =1 () =—
g g
Kettenregel (f(9) = f'(9)-o
Tangenten, Normale, Schnittwinkel
Tangentengleichung t(z) = mx + g+
N lengleich ——=x
ormalengleichung n(x) mtl + qn (40)
Schnittwinkel ¢ = arctan (mlmQ>
1+mime

Graphisches Ableiten

f@) | f'(@) | f'(=)
Nullstelle =0 - -
Einfache Nullstelle | = 0 -
Doppelte Nullstelle | =0 =0 #0
Dreifache Nullstelle | =0 | =0 =0
Extremalstelle - =0 #0
Wendestelle - - =0
Terassenpunkt - =0 =0

Tabelle 4: Ubersicht der Differentialzusammenhinge

Rosshan Ravinthrarasa
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3.3 Differentialrechnung
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

3.3.2 Kurvendiskussion

Definitionsmenge (bei gebrochen-rationalen, Wurzel- und Logarithmusfunktionen)
D =]-oo;z1|U[z2;00[ | D=R" | D=R{ (41)

Nenner # 0 | Radikant > 0 | Numerus > 0

Nullstellen
f(x) =0, bei kubischen Gleichungen oder Gleichungen hdheren Grades wird das Horner-Schema ver-
wendet:

Ausgangslage:
f(z) = flgivs + (ng2 + a1z + ag
as a9 aq ao
Tr1 = \I( aS-(I}\L (((;)—'—asg[;).xi ((11+(12x+a3x2)'$\l(

as S as+asx S ar +asx+asx? S ag+ arx + asx? + asxd
~— ———
b2 b1 bo f(z)=0

Tabelle 5: Vorgehen beim Horner-Schema

Endergebnis:
flx)=(z— ;L‘g)(b2x2 + by + bo)
Polstellen (bei gebrochen-rationalen Funktionen)

f(x) =0 = vertikale Asymptoten
Graph an der Polstelle. . .

= ..verreisst: mvzw

= ... verreisst nicht: ovzw

Vorzeichenwechsel = von links / rechts die Polstelle annahern und beide Vorzeichen vergleichen

Verhalten im *oo
Gradunterschiede = Art der Asymptote: Gerade / Parabel / ...

(bei gebrochen-rationalen Funktionen)
Grad Zahlerpolynom < Grad Nennerpolynom
Asymptote = z-Achse / horizontale Asymptote

(bei Wurzelfunktionen)

Quadratische Variabel mit Quadratwurzel =
schrage Asymptote

Grenzwert unbestimmt = Regel von L'Hopital

Grad Zahlerpolynom = Grad Nennerpoly-
nom . o /
Koeffizienten der Variable des héchsten Grades Ll;ngof(x) o .Lli}H;o f(x) (42)
Ansonsten: Ansonsten:
Erraten

Polynomdivision

Rosshan Ravinthrarasa Seite 14



3.3 Differentialrechnung
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

Polynomdivision - Ausgangslage:

2
f(z) = % = (az® +br +c): (dx+e)
(az?  + bz + ¢) (dx +e)
— (az®  + e(az? : dz)) 1
br —e(az? :dx) /S +c
—(bx — e(ax? : dz) + e((br — e(ax? : dx)) : dz))

c—e((bx — e(az? : dz)) : dz)

Tabelle 6: Vorgehen bei der Polynomdivision

_ e _ e 2. 7)) - Joe
= (az? : dz) + (bx — e(ax? : dx)) : do + c = e((br — elaa” : dv)) : dz)
——— dr +e

b b
' ’ lim f(z) =0

T—r

Endergebnis: Somit ist die Asymptote a(z) (nach Grenziibergang von f(z))...
a(z) = by + bg
Weiteres Vorgehen:
1. Bei 2™ | n > 3 genau gleichen Vorgang folgen.
2. Bei 2™ | n > 2 muss jeder Grad in absteigender Grosse reprasentiert werden ergo 0z™.
3. Gradunterschiede = Art der Asymptote (Gerade / Parabel / ...).

(bei Exponentialfunktionen)
x gegen *oo streben lassen und Asymptote a(z) bzw. Graph zeichnen oo

Extremalstellen
Tiefpunkt: f"(xz)>0
f'(z) = 04 Wendepunkt: f"(x) =0 (43)
Hochpunkt:  f"(z) <0

Terassenstellen
f@)=0Af"(z)=0 (44)

Form des Graphen
1. in passendes Koordinatensystem Berechnetes richtig eintragen
2. Gezeichnetes richtig (nach eigenen Angaben) interpretieren

3. zur Not auf Form der Grundfunktionen basieren

Rosshan Ravinthrarasa Seite 15



3.3 Differentialrechnung
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

Bestimmen der Funktionsgleichung aus Grapheneigenschaften
Grundregel: Anzahl Bedingung > Anzahl Variablen = Gleichungssystem

Basics
Geht durch Punkt (z;y) flx)y=y
Geht durch den Ursprung f(0)=0
Beriihrt die x-Achse flx)=0] f'(z)=0
Schneidet die x-Achse f(z)=0
Schneidet die y-Achse f0)=y
Punkte / Stellen
Extremalstelle an der Stelle z fl(x)=0
Geht durch Extremalstelle (z;y) f@)y=y| f'(x)=0
Wendepunkt an der Stelle = (z) =
Geht durch Wendepunkt (z;y) fl@)=y| f"(x)=0
Terassenpunkt an der Stelle x fl@)=0] f"(z)=0
Geht durch Terassenpunkt (z;y) fl@)=y| f'(x)=0] f"(x) =0
Symmetrie
Graph hat Ursprungssymmetrie Term mit Variablen
gerader Ordnung streichen
Graph hat y-Achsensymmetrie Term mit Variablen
ungerader Ordnung streichen
Tangente / Normale / Gerade
Tangente an der Stelle 2 mit Gleichung ¢(x) flz) =t(z) | f'(x) =t ()
Tangente an der Stelle z mit Steigung m fllx)y=m
Waagrechte Tangente an der Stelle =
mit Steigung m fl(x)=0
Wendetangente an der Stelle z mit Steigung m flley=m| f"(x)=0
Normale an Stelle  mit Steigung m f(x) = — o
Tangente an der Stelle x, die an
Gerade g(z) parallel ist () =g (x)

Tabelle 7: Wérterbuch fir die Funktionsdetektion

Rosshan Ravinthrarasa Seite 16



3.3 Differentialrechnung
Bindner Kantonsschule Chur Formelsammlung

3.3.3 Extremalaufgaben

Anleitung
1. Ansatz erstellen (Werte u. Gréssen, die fiirs Lésen der Aufgabe relevant sind)
2. Skizze anfertigen (am besten zweidimensional)
3. Hauptbedingungen (als Funktion) formulieren
4. Nebenbedingung formulieren
5. Zielfunktionen zusammenstellen
6. Randwerte tberpriifen (bei Intervallen)
7. Sinnhaftigkeit logisch kontrollieren + gefragte Losung geben

Stereometrie

Dreieck Quadrat Rechteck
A 1 h d:\/ﬁa dl,gz\/a2—|—b2
= —a
2 A = 0,2 A = Clb
Wiirfel Quader
Kreis
u=27r d=+3a d=+va?+ b2+ 2
A= 12 S = 6a* S = 2(ab+ ac + be)
V=a V = abc
Gerader Kreiszylinder
Tetraeder
Spat M = 2mrh
1
V=G-h S = 2mr? + 27rh V:§Gh
V =nr?h
Kugel A: Flache abc: Seitenlange
4 S: Oberflache d: Diagonale
V = Zxr3 M: Mantelflache u: Umfang
3 ) G: Grundflache h: Hohe
M = 4mr V: Volumen r: Radius

1. Strahlensatz

a||beSB : SC—SF : SG  (45)

2. Strahlensatz

allb< SB : SC=BF : CG (46)

Abbildung 3: Strahlensatze

Rosshan Ravinthrarasa Seite 17



Biindner Kantonsschule Chur

3.4 Integralrechnung
Formelsammlung

3.4
3.4.1 Begriff des Integrals

Integralrechnung

Stammfunktion aller Elementarfunktionen

f'(@) f() [ fx)da
0 c, ceR cr
c cx gxz
gl ", r e R\{-1} ﬁx”‘l
7?12 — fI72 % = I71 |n|z|
1 _1,.-3 .t 2.3
Tﬁ = §ZL‘ \/E =2 5.1'2
cosx sinx —cosx
—sinx Ccos T sinx
1+tan?z = 1~ tan x —In| cos z|
c- et ec® 1, ecr
C
" el x
In(a) - a® a® (@)
1 In|x| z(Injz| — 1)
. log,[z| | iy (infe] 1) = 2(log, 2]  log, (<))

Tabelle 8: Stammfunktion

Unbestimmtes Integral

aller Elementarfunktionen

Ist F' eine Stammfunktion von f, so heisst die Menge aller Stammfunktionen das unbestimmte Integral

von f:

/ F2)de = Fla

)+C, CeR (47)

f heisst ,,Integralzeichen", f(x) ist der ,Integrand”, da das , Differential” und C heisst , Integrations-

konstante".

Bestimmtes Integral

Wenn F,(z) = /I ft)dt = F.(z) = f()

b
Wenn F = eine beliebige Stammfunktion = / f(z)dz = F(b) — F(a)

Rosshan Ravinthrarasa
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Biindner Kantonsschule Chur

3.4 Integralrechnung
Formelsammlung

Weitere Regeln:

b
Integrationsgrenzen / fl@)dz, a <z <b
a b
Vertauschen der Integrationsgrenzen / flx)dx = —/ f(z)dz
b c b
Aufteilen der Integrationsgrenzen / f(x)dx:/ f(a:)dx+/ f(z)dz
Sonderfall / flx)dx =0
3.4.2 Flachenberechnung
Flachen zwischen einer Kurve und der z-Achse:
x5 b
A / F@)da | + / F(w)da (50)
a s
xs = die einzige Nullstelle von f in ]a;b]
Flachen zwischen zwei Kurven:
T2 T3
A=|[ @) = gonde |+ | [ (#(@) - gla))de (51)
T T2
Z1.2,3 = Schnittstellen der beiden Graphen
3.4.3 Volumenberechnung
Rotation um die z-Achse:
b
V= 7r/ f2(z) dz (52)
Ringférmige Rotationskérper (um die 2-Achse):
b
Ver [ (P - P) i (53)
Bedingung: f(z) > g(x)
3.4.4 Uneigentliche Integrale
oo (oo}
/ f(z)dz = lim f(z)dz
a b—oo J,
b b
/ f(z)dz = lim / f(z)dz (54)
—c0 b——o0 J_

/o; f(z)dz = /OO f(x)dH/:o F)de

Wenn der Grenzwert der Flache einen endlichen Wert hat (bspw. 2), ist die Flache , konvergent" und

wenn der Grenzwert oo ist, ist die Flache , divergent®
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3.4.5 Integrationsmethoden

Faktorregel /c-f(x)da: = c-/f(x)d:c
Summenregel /(f(x) + g(x))dx = /f(x)da: + /g(x)dx
X (55)
Einfache Substitution /f(ax +b)dx = . F(ax +b)
g’ (z)dz=du
Mehrfache Substitution / Fo@)d (@)ds % / Flu)du = F(g(x))

3.5 Differentialgleichungen

Der Einfachheit halber basiert dieses Kapitel auf die Funktionsgleichung '(z) = 2y und dem Punkt
P(0,0) bzw. y(0) = 1.

Losung einer Differentialgleichung

B _,
dz Y
1
/7 dy = /x dz
Y
1
Injy| = §x2 +C (56)
y= e3THC — 37”0 _ 32”0
y0)=1-C=1=0C=
y(z) = 3%’ 2 eindeutige Losung fiir y(0)=1

3.5.1 Richtungsfelder

| | | | \ [ 1 | | | | |
| | | \ \ \ / / | | | | |
| | | \ \ \ / / | | | | |
| | \ \ \ N /A / | | | |
\ \ | A W A /1 [ | |
\ \ Vv v N 2 A Ay A / !
\ A\ \ N N N~ —| — Sy S /
VA A B NN N R
/ / / Y Sy ARy T . B N N Y\ \ \ \ \
| / / / Y R N U U \ \ \ \
| | | / I AR < T N W \ \ \ | \
| | | | / /[ /7 -~ N .\ \ \ \ | | |
| [ | | / YA < N N W \ | | | |
| | | | | I/ ~ N 0\ \ \ | | | |

Abbildung 4: Richtungsfeld fir y' = 2y und Kurve durch y(0) =1
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4 Stochastik

4.1 Kombinatorik
4.1.1 Begriffe der Kombinatorik

Binomialkoeffizient

Das Symbol wird als ,,n tief k" gelesen und heisst Binomialkoeffizient. n steht fiir die Grosse der

n
k
Menge, aus der gewahlt wird und & steht fiir die Anzahl der Auswahlen / Ziehungen / Platze.

Der Binomialkoeffizient (Z

= Wie viele Méglichkeiten gibt es, aus n Elementen k auszuwahlen?

) gibt Antwort auf zwei unterschiedliche Fragen:

= Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus n Elementen n — k Elemente nicht auszuwéhlen?

Fakultst
nl=n-(n—1)-(n—2)---1

Ausnahme = 1!'=1und 0! =1

n! gelesen ,n-Fakultat"

4.1.2 Multiplikationsprinzip

[Wie viele Moglichkeiten gibt es? n = Grosse der Menge und k = Anzahl der Ziehungen / PIétze}

Reihenfolge Wich \Eéeihenfolge egal

Variation [nPr] [Kombmatlon [nCr]

ohne W|ederho|ung] [mn Wlederholung)/ \\Wj
{wn;k) - <Z>} {C(n;k) - <”+’,j - 1)}{%; k) = (’,;‘)}

[Vollstéindiges Ziehen (n = k)]

Permutation

[gleiche Elemente (Mississippi ohne Wiederholung (neue Sitzordnung)]

[Pkl;kz;ks;...(n) = m] [V(n;n) = P(n) = n!j

Abbildung 5: Entscheidungsbaum: Kombinatorik

4.2 Wahrscheinlichkeitsrechnung
4.2.1 n-stufige Zufallsversuche bei n € N
Baumdiagramm und deren Pfadregeln

1. Pfadregel Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass ein Elementarereignis eintritt, werden
die Wahrscheinlichkeiten entlang des entsprechenden Pfades miteinander multipliziert.

2. Pfadregel Gehoren zu einem Ergebnis mehrere Pfade, so werden die dazugehérigen Pfadwahr-
scheinlichkeiten addiert.
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Begriffe der n-stufigen Zufallsversuche
Ergebnisraum S: Bei einem mehrstufigen Zufallsversuch enthélt der Ergebnisraum S alle moglichen
Kombinationen der Einzelergebnisse.

Elementarereignis E: Ein Elementarereignis besteht aus genau einem moglichen Ergebnis des mehrstu-
figen Zufallsversuchs.

Ereignis E: Ein Ereignis ist eine Teilmenge des Ergebnisraums:
ECS (58)
Gegenereignis E: Das Gegenereignis enthilt alle Ergebnisse, die nicht zum Ereignis E gehéren.
E=S\E (59)

Es gilt stets:
P(E)=1-P(E) (60)

4.2.2 Zufallsvariable

Wabhrscheinlichkeitsverteilung (bei Zufallsvariablen)
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X zeigt, wie die Gesamtwahrscheinlichkeit 1

auf die moglichen Werte x4, xs, ..., z, von X verteilt ist. Das basiert formal auf Folgendem:
Y P(X=mz)=1 (61)
i=1

Binomialverteilung
Die Binomialverteilung zahlt, wie oft ein Ereignis in gleichartigen, unabhangigen Versuchen auftritt.
Mit der folgenden Formel kann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses berechnet werden.

n

Pex =1 = () o0 (62)

Wabhrscheinlichkeit bei ungenauer Anzahl Erfolgen:

Ereignis Wahrscheinlichkeit
Héchste 2 Erfolge P(X <z)= Z (n> pt e (L=p)" "
=0 x
x—1
Weniger als = Erfolge PX<zx)= Z (n) pt (1 =p)" "
x=0 r
Mindestens k Erfolge P(X >k)= Z <n) pt e (L=p)" "
=k z
n n
M — T _ o\n—zx
ehr als k Erfolge P(X>k) = ) <m> - (1—p)
r=k+1
TR
Mindestens z;, und héchstens zg Erfolge | P(xp, < X < zg) = Z (Z) pt e (L=p)" "
=Ty,

Tabelle 9: Wahrscheinlichkeit bei ungenauer Anzahl Erfolgen
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4.2 Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Erwartungswert

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X ist der durchschnittliche Wert, den X langfristig annimmt,
wenn man den Zufallsversuch sehr oft wiederholt.

Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X ist definiert als

n
E(X) = 1p1 + 2ap2 + T3ps + -+ + Tn1Pn1 + TnPn = D TkPk (63)
k=1
Dabei entsprechen p1, p2, ..., Pn_1, Pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Zufallsvariable X
ihre moglichen Werte x4, 2o, ..., 5—1 und x, annimmt.

Erwartungswert der Binomialverteilung:
Eine binomial(n, p)-verteilte Zufallsgrosse & hat den Erwartungswert E(X) = np.

»faires” Spiele
Ein faires Spiel ist ein Zufallsspiel, bei dem der langfristige durchschnittliche Gewinn oder Verlust null
betragt, also weder die eine noch die andere Partei einen Vorteil hat.

> 0, Spiel zugunsten des Hauses
E(X){ =0, faires Spiel (64)
< 0, Spiel zugunsten des Spielers

4.2.3 Bedingte Warscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B wird als P(A|B) notiert. Sie ist die Wahrschein-
lichkeit, dass A eintritt, wenn bekannt ist, dass B eingetreten ist.

Satz von Bayes
P(A|B) - P(B)

P(A|B) - P(B) + P(A|B) - P(B)
P(A|B;) - P(B;) (65)

zweistufig  P(B|A) =

aligemein P (B;|A) =

n

ZP(A|Bi)'P(Bi)

Abhangige und unabhangige Ereignisse

Zwei Ereignisse A und B mit P(A) > 0 und P(B) > 0 heissen unabhéngig, wenn das Eintreten des einen
Ereignisses das Eintreten des anderen nicht beeinflusst. Das bedeutet formal, dass eine der folgenden
vier dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. P(A|B) = P(A) = Die Wahrscheinlichkeit von A andert sich nicht, wenn B eintritt.

2. P(An B) = P(A) - P(B) = Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Ereignisse eintreten, ist das
Produkt ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten.

3. P(B|A) = P(B) = Die Wahrscheinlichkeit von B bleibt gleich, unabhangig davon, ob A eintritt
(symmetrisch).

4. P(A|B) = P(A|B), falls P(B) < 1 = Tritt gleich wahrscheinlich ein, egal ob B eintritt oder
nicht.

Abhéngigkeit bedeutet, dass das Eintreten des einen Ereignisses die Wahrscheinlichkeit des anderen
verandert: P(A|B) # P(A) oder P(B|A) # P(B).
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5 Geometrie

5.1 Trigonometrie
5.1.1 Winkelfunktionen

Definition
Grad: Ein Grad (°) entspricht -1 eines Vollwinkels. 7 = 180° = Gradmass (Umrechnung)

Gradmass- 7

1800 =rad

Bogenmass:

Abbildung 6: Winkelfunktionen am Einheits-

kreis
D Beziehungen zwischen Winkelfunktionen:
os / sin? ¢ 4 cos? ¢ = 1
04 1 sin (@) ¢ ¢ - sin Qb
| facas M= s (66)
Toodty T W | : , 1
+tan® ¢ = ——
¢ cos? ¢
Graphen
25 L
— f(z) =sinz
— g(x) =cosz
—h(z) =tanzx
-2 _37 — —g g 3777 2w
1
_9 1
sin cos tan
Perioden -2, 2] [0; 7] -2, 1]
Nullstellen =ul¥ s Ttmw
Maximum 5 E2n 27 £+ 27
Minimum —sE2r | —m£27
Definitionsliicken sk

Tabelle 10: Graphen von Winkelfunktionen
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5.1 Trigonometrie
Formelsammlung

Umkehrfunktionen
sin~! ¢ = arcsin ¢

cos ! ¢ = arccos ¢ (67)
tan~! ¢ = arctan ¢
5.1.2 Rechtwinkliges Dreieck
Berechnung von Strecken und Winkeln (Faktorisierung):
i Gegenkathete
Sinus= —————
Hypothenuse
) Ankathete
Cosinus = ———
Hypothenuse
Tangens — Gegenkathete (68)
&M =~ Ankathete
ebenfalls = a? 4 b* = 2
5.1.3 Allgemeines Dreieck
Sinussatz
a b c
sin(a)  sin(8)  sin(y) (69)
Cosinussatz
a? =b*+c* —2bc-cosa
b = a® 4 ¢* — 2ac - cos B (70)
? =a%+b*—2ab- cosy
Flachenformel
A:%-sin’y:%-sinﬂ:%-sina (71)
5.1.4 Goniometrische Gleichungen
trig(ax +b) = ¢ (72)
Trigonometrischer Koeffizient, konstantes Glied
Substitution (Vorgehen) und Riicksubstitution
. z—0b
trig(z) =c=>z=ax+b=>xz= (73)
Funktion Grundlésung fir z Periode
sin(z) = ¢ z; = arcsin(c), 22 = ™ — arcsin(c) 27
cos(z) =¢ z1, 2 = £ arccos(c) 27
tan(z) = ¢ z = arctan(c) ™
Tabelle 11: Ubersicht: Trigonometrische Gleichungen
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Berechnung weiterer Losungen

Sinus:
¢TR = ¢1 >0, d.h.: ¢1; ¢2 =7 — ¢1 (74)
¢1R <0, d.h: ¢y =27+ P1R; P2 =7 — PTR
Cosinus:
1 = ¢TR (75)
G2 =21 — 1
Tangens:
¢TR = ¢1 >0, d.h: @15 g2 =7+ P (76)
¢1R <0, d.h: ¢y =7+ P1R; P2 =T+ D1
5.2 Vektorrechnung
5.2.1 Elementare Operationen
Vektorenberechnung
R rp — I¢C x
ﬁ:<3 A) CD = | yp —ye 0P=|y|=Paiyz) (7
YB — YA 2n —
D — 2C Z
Vektor als Komponente und Betrag
U= (z ) = Komponent |U] = /a2 + y? = Betrag
z (78)
v=1| y | = Komponent |7] = /a2 + y? + 22 = Betrag
z
Betrag = Lange eines Vektors
Vektoraddition / -subtraktion und skalare Multiplikation
sie (5)(3) - (22
Ya Yo Ya £Up (79)

t-cf—t~(xa) _ (t.xa>
Ya t'ya

5.2.2 Kollinearitit / Komplanaritat / Lineare Abhangigkeit

Die Kollinearitat von Vektoren kénnen durch das Multiplizieren der Komponente iiberpriift werden.
Wenn die Komponente eines Vektor durch eine Multiplikation den Komponenten des anderen Vektors
entspricht, sind die Vektoren kollinear (oder Vektorprodukt = 0). Mathematisch gilt fiir kollineare
Vektoren: . .
b=s-d axb=0 (80)
Die Komplanaritat von Vektoren kénnen durch die Darstellung als Linearkombinationen Gberpriift
werden. Wenn die Vektoren gegenseitig durch Linearkombinationen dargestellt werden konnen, sind die
Vektoren komplanar (oder Spatprodukt = 0). Mathematisch gilt fiir komplanare Vektoren:
C=s-d+t-b (@xb)-¢=0 (81)
Lineare Abhangigkeit
= Linear unabhangig: Keiner der Vektoren lasst sich als Linearkombination der anderen schreiben.

» Linear abhéngig: Die Vektoren lassen sich als Linearkombination der anderen schreiben (bei 2
Vektoren: kollinear / bei 3 Vektoren: komplanar).
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5.2.3 Ortsvektor

Pfeil (Reprasentant), bei dem der Ausgangspunkt der Ursprung des Koordinatensystems ist.
x
0B =y (82)

z

Mittelpunkt M eines Ortsvektor (fiir x = a und y = a):
Aus apy = @ f0|gt apy = % (83)

Ortsvektor des Schwerpunkts eines Dreiecks ABC"

3= L (A + 58 + ) (&4

5.2.4 Skalarprodukt

Formel:
a1 bl
a2 bo
=ai1-by+ag-bg+---+a,- b, (85)
a"fL bTL

Geometrische Interpretation:

—

a

I

Spitzer Winkel b = |dl|p|
Stumpfer Winkel = @ - b = —|d]|b| (86)
b

—

a

[

Rechter Winkel (orthogonal)

Rechenregeln:

a-b=>b-a Kommutativitat
ilb+d) =a-b+a-é Distributivitat (@)
(s-@)-b=s -(a-b) Skalar ausklammerbar
@-b:=lal-|b| - cos(¢) Winkelberechnung
Winkelberechnung:
=7
¢ = arccos <_fl_,> (88)
|a] - [b]
5.2.5 Vektorprodukt
Formel:
a1 by azbs — azby
a9 X bQ = agbl — a1b3 (89)
as b3 a1by — azby
Geometrische Interpretation:
Senkrecht = @ x b
Kollinear = @ x b =0 (90)
Fliche des Rechtecks = @ x b
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Rechenregeln:

axd=0 Nullvektor
ixb=—(b xa) nicht kommutativ, aber antisymmetrisch (91)
(s-@) xb=s -(@xb) Skalar ausklammerbar
Ax(b+d)=axb+axc Distributivgesetz
Flachenberechnung:
A=M |d@xb =|d[b]-cos(p) (92)
Volumenberechnung:
V=M(@-|bxdad) (93)
Multiplikationsfaktor M:
Volumen:
Flache:
= Spat=1
= Parallelogramm = 1
= Tetraeder = {
» Dreieck = %
= Dreiseitiges Prisma = 1
5.3 Analytische Geometrie
5.3.1 Geradengleichung
Parameterdarstellung und Koordinatenform:
—
f:OA+S'E:5+S'T? und  ax+by+c=0 (94)
Lagebeziehungen:
g T=0,+57, h @ Z=0,+t-7) (95)
Sind 7y und 7}, kollinear?
g =k
J ein
Ist der Stiitzpunkt von g auf h? Ist der Schnittpunkt berechenbar? (LGS)
59:5h+t~7h JgRS-I-S-FgRg:ahRa-l—t-FhRS
J/ Nein Ja Nein
identisch parallel ’ schneidend ‘ ’ windschief ‘
5.3.2 Ebenengleichung
Ebenen
Parameterdarstellung und Koordinatenform:
—
F=OA+s AB+t-AC=d+s-F +t-7 und azr+by+cztd=0 (96)
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Besonderheiten:
a=0=by+cz+d=0=F | E,,
b=0=ax+cz+d=0=F | E,.
c=0=ar+by+d=0=FE| Ey

a=b=0=cz+d=0=F| E,
b=c=0=ar+d=0=FE| E,
c=a=0=by+d=0=F | E,

a
O=ax+by+cz+d=7n=1[b
C

Umrechnung:

FT=0+s -1+t -7 | Parameterdarstellung

a(x —og) +b(y —oy) +c(z—0,) =0
ax + by + cz + (—aoy —bo, —co,) =0
d

ar+by+cz+d=0

Lagebeziehungen:

Ey : aiz+by+cz+di =0

| 77 mithilfe des Vektorprodukts bilden

| in die Normalenform einsetzen
| Subtraktion

| Skalarprodukt

| Faktorisierung

| Koordinatenform

FEs : asx+byy+coz+do=0

Sind 71 und 715 kollinear?

=k - g

/ ein

Sind die konstanten Glieder kollinear?
di=k-dy

schneidend

Spezialfall
iy - Me = 0 = 90°

parallel

5.3.3 Kugelgleichung

——
Koordinatenform mit 7 = OM (Ortsvektor des Kreismittelpunkts M):

(2= ma) + (y = my)* + (2 = ma)* =2

(98)

(100)
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5.3.4 Schnittprobleme

Gerade-Ebene
Ausgangslage: Gerade und Ebene in Parameterdarstellung.

Berechnung:
5g+S~FG:5E+t~F17E+U"F27E (101)
0G,x + TGaxS = OEx + rl,E,zt + T2, E,zU
0Gy t TGyS = OBy + TiEyl + T2EyU (102)
g + razs = Op. + TiE:l + T2E:U
Diskussion:
0=0 | identisch
s=t=u=1/4 | parallel / windschief (103)
s=sgANt=1tyg ANu=1uyg | schneidend
Ausgangslage: Gerade in Parameterdarstellung und Ebene in Koordinatenform.
Berechnung:
Oz Tx
g loy|+s-[ry E : ax+by+cz+d
—_———
Oz Tz i (104)
0=a(oy +rys) +bloy +rys)+clo, +1.5)+d
Diskussion:
0=0 | identisch
s= | parallel (105)
s = 8o | schneidend
sV tVu einsetzen, um Punkt S zu berechnen.
Ebene-Ebene
Ausgangslage: Zwei Ebenen in Koordinatenform.
Berechnung:
E12a1$+b1y+012+d1:0 Eg:a2x+b2y+022+d2:0
_ L 2 (106)
ny = bl ng = b2
C1 C2
Diskussion:
=k -fiaNdy =k-da | identisch
ny =k -fig Ndy # k- ds | parallel (107)
iy #k-fig Ady £ k- da | schneidend
Schnittgerade:
Z=0g+t -7y
O0s =x=0; yAz= im LSG lésen (108)
775 = ﬁl X T_iz
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Ebene-Ebene-Ebene
Ausgangslage: Drei Ebenen in Koordinatenform.

Berechnung:
Fi:ax+by+cz+dy =0
Es:asx +bsy+coz+do=0
E3 : a3:c+b3y+63z+d3 =0
Diskussion:

Alle Gleichungen sind kollinear | identisch
| schneidend (Schnittpunkt .S)

| schneidend (Schnittgerade g)

LGS hat genau eine Lésung (z;y; 2)
LGS hat unendlich viele Lésungen (0 = 0)

LGS ist nicht lésbar | nicht schneidend (Prisma-Lage)

Kugel-Gerade
Ausgangslage: Gerade in Parameterdarstellung und Kugel in Koordinatenform.

Berechnung:

Oz Tz

g:loy|+s-|ry K (z—m)?+(y—my)*+ (z —m,)? =12
0z T2
r? = ((0z +7128) — m:r)Q + ((oy +1ys) — my)2 + ((0s +728) — mz)Q
Diskussion:
51,2 | Sekante (zwei Schnittpunkte)
51 | Tangente (ein Schnittpunkt)

s=1{}

s einsetzen, um Punkt S zu berechnen.

Schnittwinkel
Gerade-Gerade:

Gerade-Ebene:

| Passante (kein Schnittpunkt)

_ < 7:‘g . 7?‘}L| )
Q= arccos | 5=
ARG

!

) (|ﬂG - (F1,B X FQ,E)|)
a = arcsin |

arcs'n( F~ﬁ| )
o= i —
|71 - 7]

(mm0)
Q= arccos | —5———=—
|7i1] - |72

Ebene-Ebene:

)

¢l |"1.e X 72,5

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)
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5.3.5 Abstandsprobleme

Punkt-Gerade
Ausgangslage: Punkt P und Gerade g (mit Stiickvektor 0) in Parameterdarstellung

0P x 7

d(P;g) = (116)
|71
Punkt-Ebene
Ausgangslage: Punkt P und Ebene E in Koordinatenform (mit Punkt F, F € E)
FP-7i
APsE) =~ " (117)
o

Gerade-Gerade
Ausgangslage: Zwei windschiefe Geraden ¢g; und g2 in Parameterdarstellung (mit @ = 7 x 7 und
Stiitzvektoren 07 und 05)

|

0102~ (118)

d(g1;gz) = |ﬁ|

Ausgangslage: Zwei parallele Geraden g; und g2 in Parameterdarstellung (mit Stitzvektoren 07 und 02
und Richtungsvektoren r; = Arg)

—
d(g1; g2) = e (119)

Gerade-Ebene
Ausgangslage: Gerade g in Parameterform und Ebene E in Koordinatenform

_ la-0g0+0b-0g,+c-o0g4.+d

o) N

(120)

Ebene-Ebene
Ausgangslage: Zwei Ebenen E; und E3 in Koordinatenform (mit Punkt ', F € F; und Punkt G,

G € Ey) _é
FG-n

|_“
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