Infinitesimalrechnung

Derivative Integral
d fix
fix) fix) dx
dx
The derivative of The integral of
d fix) the function f(x) the function f(x)
: evaluated at x=a e over the range
dx |x=a gives the slope of ’ x=b to x=c gives
E the curve at x=a. fix)dx the area under

the curve between
those points.

fix) Jix)
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Infinitesimalrechnung
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Infinitesimalrechnung

I Differentialrechnung

Mit der ersten Ableitung f’(x) berechnet man die Steigung an einer Stelle des Graphs.
Mit der zweiten Ableitung f”(z) berechnet man die Kritmmung an einer Stelle des Graphs.

Differenzenquotient / Differenzialquotient

Ay f(zo+h) — f(zo)

Az h

Ay . f(zo+h) = f(x0)

! 1 =J _
Flao) = Jim 7 = Jdim

1 Die Ableitungsregeln

1. Ableitungsregel (Potenzregel):
(") =r -z

2. Ableitungsregel (Summen- und Differenzenregel):
(f£g9)=f*¢

3. Ableitungsregel (Faktorregel):
(cf) =cf’

4. Ableitungsregel (Produktregel):
(f9) =Ffa+fd

5. Ableitungsregel (Quotientenregel):

(f)' _f9—1d
g 9?

6. Ableitungsregel (Kettenregel):

e Trigonometrische Funktionen

o Umkehrfunktionen]

1
-1 T I _
(@) =
o Logarithmusfunktionen
1
[
(in(2))' = -
1
log, =
(o9u(x))' = S
e Exponentialfunktionen
(ex)/ — x

h

IUmkehrfunktionen sind Ursprungsfunktionen, die an der Winkelhalbierenden (schiefe Asymptote) gespiegelt

werden.
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Infinitesimalrechnung

1.1 Aufgaben
1. Bilde jeweils die erste Ableitung.

8) fla) =12

p) f(z) = (4 —32)?
2. Bilde jeweils die erste Ableitung.

a) f(z) = 7
d) f(z)=In (ﬁ)

g) f(x) = logz(cos(x))

b) f(z) = -9z
e) fz)=23+11

h) f(z) = (2z 4+ 1)Va?
k) f(x) = (22% + 5z + 3)?
n) f(2) = 52

Q) fl)=(2*+21)~

b) flz) =e™+ &

¢) f(x) = 1077

h) f(xz) =sin(z) - In(x)

¢) f(z) = 10

) fla)= -39z

i) f(2) = 302VE

) f(z) = 24z + V/3)
0) fla) = 12z

I‘) f(:E) = (10_1310)10

¢) f(z)=In (%) +2
f) f(x) = o5 +

i) f(z) = sin(In(cos(x)))
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Biindner Kantonsschule Chur Infinitesimalrechnung

2 Tangente am Graph (Beispiele)

Tangente an einen Kurvenpunkt, geg.: f(z) =v2z+2und z =1

1. Ermittlung der y-Koordinate des Punktes

2. Bestimmung der Tangentensteigung

1 1
/
= -2:
@)= 2 Ve
F)= i = L= m
T V2it2 2
3. Gleichung der Tangente ¢
1
t(x):§$+Qt
1
) =5 1+ =2
_3 = t(x) = lm 3
"= 3 —2" 7%

Tangente von einem gegebenen Punkt, geg.: f(z) = 122 und P(—1; —2)

1. Berithrungspunkt

1
B(b; £(b)) = B(b; 1)
2. Tangentensteigung auf zwei Arten ansetzen (f'(x) & %)
e =t gt
fa)= g2 = [l =7 2=
m_%_ Y —yYp 30? —(-2) _ 10242
Az zp—zp b—(=1)  b+1
1, b +2
27 b+l

biy=—4 by=2

1
1
3. Gleichung der Tangente ¢ und s
t(x) = -2+ q s(z) =z +qs
—2==2(-D+a —2=—1+gq,
—4 = qt —1=gq;
t(x) =—2z—4 s(z)y=x—-1
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; ; . _ .3 _ 4
Tangente mit gegebener Steigung, geg.: f(z) = 2° und m = 3

1. f'(x) = m gleichsetzten

4
f'(x) = 32% = 3=m
4
2 _ —
S
2
x = — — €To = —
T3 T3
2. Beriihrungspunkte berechnen
2 8
Bi|—3i—55
3 27
B2 ga é
3727
3. Gleichung der Tangenten
4 4
t(x) = 37 T s(z) = 3% + qs
y 2 4 2 . 8 2 4 2 8
_— = — - _— = —_—— S —_ P . —_—
3) "3 \U3) 7T o7 3) 733"t 97
16 _ 16 _
27 qt 27 qs
4 16 4 16
t = —-r — — = —-r — —
@) =375 sw=37" %
Schnittwinkel, geg.: f(z) = —%2? 4+ Zz + I und g(z) = 22
1. Ermittlung der Schnittpunkte
1 7 7
_6x2+6$+§:$2
0="7z%— Tz — 14
I = -1 T = 2
S1(=1;1) 52(2;4)
2. Ermittlung der Steigung in den Schnittpunkten
1 7
)= —cx+ =
f ( ) 5 3 6 g/(a:) =2z
my, = f'(-1) = 5 mg, =¢'(=1) = -2
/
1 mgz =g (2 =
mp, = f/(2) D)
3. Ermittlung der Schnittwinkel mithilfe ¢ = arctan (% )
3 (-2
¢1 = arctan 237() ’ ~ 60.26°
1+3 (=2
14
2 o
¢2 = arctan | ——— ‘ ~ 49.40
1+35-4
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2.1

1.

Aufgaben

Gegeben ist die Parabel mit der Gleichung y = x? + 4. Bestimme die Gleichung der Para-
beltangente ¢ im angegebenen Punkt P.

a) P(3; yp) b) P(=2; yp)

Bestimme die Tangente und die Normale an den Graphen der Funktion f mit der Gleichung
f(z) = 22° — 722 + 3 im Punkt P(3; —6).

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 22° — 142 4+ 9. In welchen Punkten des Graphen G f
ist die Tangente parallel zur Geraden g : y = 10z — 87

Berechne den Parameterwert k so, dass die Tangente an den Graphen der Funktion mit der
Gleichung f(x) = 22® + kz — 3 an der Stelle x = 2 die Steigung 4 hat.

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = 1 — 3z + 1222 — 823. Bestimme die Gleichung derje-
nigen Tangente ¢t an den Graphen von f, welche parallel zur Tangente an der Stelle z = 1 ist.

Bestimme die Gleichungen der horizontalen Tangenten an den Graphen der Funktion f mit
dem Funktionsterm f(z) = 223 + 322 — 12z + 1.

Die Sehne s der Parabel mit der Gleichung y = 22 — 2% + 3 verbindet die beiden Kurven-
punkte P(1; yp) und Q(3; yo). Bestimme die Gleichung der Parabeltangente ¢, die parallel
zu dieser Sehne s verlduft.

In welchem Kurvenpunkt K wird der Graph der Funktion mit der Gleichung y = §x3 von

seiner Tangente ¢ an der Stelle z = —2 geschnitten?

Rosshan Ravinthrarasa Seite 8
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3 Kurvendiskussion

Definitionsmenge Bei gebrochen-rationalen und Wurzelfunktionen:
D =R =] —o0o;z1] U [z2;00[ = [z1; 2]
Nenner # 0 | Radikant > 0
Symmetrie Gerade Funktion / y-Achsensymmetrie:
f(=z) = f(z)
Ungerade Funktion / Ursprungssymmetrie:
f(=2) = —f(z)
Nullstellen f(z) = 0 (ggf. mit Horner-Schema)
Polstellen Bei gebrochen-rationalen Funktionen (im Nenner):

f(x) =0 = vertikale Asymptoten
Graph an der Polstelle. ..
... verreisst: mvzw
... verreisst nicht: ovzw
Vorzeichenwechsel = von links / rechts die Polstelle

anndhern und beide Vorzeichen vergleichen

Asymptoten Bei gebrochen-rationalen Funktionen:
Gradunterschiede = Art der Asymptote
Gerade / Parabel / ...

Grad Zéhlerpolynom < Grad Nennerpolynom
Asymptote = z-Achse / horizontale Asymptote

Grad Zahlerpolynom = Grad Nennerpolynom
Koeffizienten der Variable des hochsten Grades

Ansonsten:

Polynomdivision

Asymptoten Bei Wurzelfunktionen:
Quadratische Variabel mit Quadratwurzel = schridge Asymptote

Grenzwert unbestimmt = Regel von L’H6pital

i, 1) = Jig f@)

Ansonsten:

Erraten

Grenzwertanalyse Bei Exponentialfunktionen:
z gegen oo streben lassen und

Asymptote a(z) bzw. Graph zeichnen +oo

Tabelle 1: Kurvendiskussion: Kochbuch Teil I

Rosshan Ravinthrarasa Seite 9



Biindner Kantonsschule Chur Infinitesimalrechnung
Extremalstellen fl(x)=0 {Tiefpunkt: @) >0
Hochpunkt: f”(z) <0
Wendepunkt f"(x)=0
Terassenpunkt f(x)=0und f"(z) =0
Intervall Bei trigonometrischen Funktionen:

TR-Intervall (bei sin & tan): [—F; 7]
Optimales Intervall: [0; 27]

Sinus:
¢Tr = ¢1 > 0, d.h: @15 P =7 — @y
¢TrR <0, d.h.: @1 =27 + ¢rR; P2 =T — OTR
Cosinus:
1 = dTR
G2 =21 — @1

Tangens:

¢TrR = ¢1 >0, d.h: @15 o =7+ ¢
¢TrR <0, d.h: 91 =7+ PR P2 =T+ P1

Intervall beachten bei der Berechnung von Punkten / Stellen!

Form / Graph

3.1 Aufgaben

1) in passendes Koordinatensystem Berechnetes richtig eintragen
2) Gezeichnetes richtig (nach eigenen Angaben) interpretieren

3) zur Not auf Form der Grundfunktionen basieren

Tabelle 2: Kurvendiskussion: Kochbuch Teil II

1. Diskutiere die Funktion.

¢) flz)=2— 522+ 4a

e) fz) =gl +1)*(x—-2)

—x b) f(z) = 32 + 42°

d) f(z) = {52° — 32° + 62

f) f@)=(z—1)(z+2)?

g) flx)=a3—-22% +x
2. Diskutiere die Funktion.

a) f(#) = ¥

c) flz) =3 +Ve

e) f(x) =sin(z) + 2 cos(x)

8) ()= ze
i) f(z) = aln(a)

h) f(z) = ga* — 32 + 32

b) f(x) = =

d) flr) =% +
f) f(z) = sin(x) cos(x)
h) f(r) = e*(x— 1)
i) flz) =2

Rosshan Ravinthrarasa
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3.2 Hilfsmittel fiir die Kurvendiskussion

Differentialzusammenhinge

f@) | f'(=@) | ['(=)
Nullstelle =0 - -
Einfache Nullstelle | =0 | #0 -
Doppelte Nullstelle | =0 | =0 #£0
Dreifache Nullstelle | =0 =0 =0
Extremalstelle - =0 #0
Wendestelle - - =0
Terassenpunkt - =0 =0

Tabelle 3: Ubersicht der Differentialzusammenhinge
Kriimmungsverhalten
Monotonie
f(z2) > f(z1) monoton
f(z2) > f(z1)  streng monoton

f"(x) <0 Rechtskriimmung
f’(x) =0 Wendestelle
f"(z) >0  Linkskriimmung

Rosshan Ravinthrarasa Seite 11
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4 Rekonstruktion von Funktionen

Basics
Geht durch Punkt (z;y) flx)=y
Geht durch den Ursprung f(0)=0
Beriihrt die x-Achse flx)=0] f'(z)=0
Schneidet die x-Achse flz)=0
Schneidet die y-Achse f0)=y
Punkte / Stellen
Extremalstelle an der Stelle z f'(z)=0
Geht durch Extremalstelle (x;y) fl@)=y| f'(x)=0
Wendepunkt an der Stelle () =
=y | f'(=z) =

Geht durch Wendepunkt (z;y) f(z) = 0
f'@) =01 f"(x) =0

f@)=y | f'(x)=0] f"(z)=0

Terassenpunkt an der Stelle x
Geht durch Terassenpunkt (x;y)
Tangente / Normale / Gerade

Tangente an der Stelle  mit Gleichung ¢(z) flz) =t(x) | f'(z) =t/ (z)
Tangente an der Stelle z mit Steigung m fl(x)=m
Waagrechte Tangente an der Stelle x
mit Steigung m f(x)=0
Wendetangente an der Stelle x mit Steigung m fll@y=m| f"(z)=0
Normale an Stelle z mit Steigung m fl(z) = _n}n
Tangente an der Stelle z, die an
Gerade g(x) parallel ist fl(z) =4 (x)

Symmetrie
Graph hat Ursprungssymmetrie

Term mit Variablen
gerader Ordnung streichen
Term mit Variablen

ungerader Ordnung streichen

Graph hat y-Achsensymmetrie

Tabelle 4: Kurvendiskussion: Worterbuch fir Funktionsdetektion

4.1 Beispiel

Eine zum Ursprung symmetrische Polynomfunktion 5.Grades geht durch P(1;3) und beriihrt die
x-Achse bei x = —2. Wie lautet die Funktionsgleichung?

1. Notieren: f(z), f'(z), f"(x)

Ursprungssymmetrie

Rosshan Ravinthrarasa Seite 12
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2.

3.

4.2

1.

10.

Anzahl Variablen (a, b, ¢, d...) = Anzahl Bedingungen (I, II, III, IV...)

I1f(1)=3 3=a+c+e
II f(-2)=0 0=-32a—8c—2e =16a+4c+e
1 f'(-2) =0 0=280a+12c+e

Gleichungssystem mit Variablen und mit z-Werten eingesetzten Bedingungen

Ia:3—c—e:3—<—§)—16=1

IT0o=16(3—c—e)+4c+e
IM0=80(3—c—e)+12c+e

II —48:—12c—15e=—126—15-§:>c:—g

III — 240 = —68c — 79e

IT 4080 = 1020c + 1275e
III — 3600 = —1020c — 1185e

II + III 90e = 480 éezl—f

Aufgaben

Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades hat im Punkt P(2; 1) einen Terrassenpunkt
und schneidet die z-Achse im Punkt A(4; 0). Bestimme die Funktionsgleichung,.

Der Graph einer Polynomfunktion 4. Grades beriihrt die z-Achse bei x = 0. Im Punkt
T(3; 9) ist ein Terrassenpunkt. Bestimme die Funktionsgleichung.

Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades hat einen Wendepunkt bei W (1; 2) und beriihrt
die x-Achse bei x = 2. Bestimme die Funktionsgleichung.

Bestimme eine Polynomfunktion 3. Grades mit einer Nullstelle bei x = —2. Der Punkt
P(0; yp) ist ein Wendepunkt und die Wendetangente ¢ hat die Gleichung x — 3y + 6 = 0.

Wie lautet die Gleichung der Polynomfunktion 5. Grades, deren zum Ursprung punktsym-
metrischer Graph in P(1; 8) einen Terrassenpunkt hat?

Eine zum Ursprung punktsymmetrische Polynomfunktion 3. Grades hat im Punkt M (3; —6)
ein Minimum. Bestimme die Funktionsgleichung.

Der Graph einer zum Nullpunkt symmetrischen Polynomfunktion 5. Grades hat ein Extre-
mum im Punkt P(3; 6) und bei z = 1 die Steigung m = é—g. Bestimme die Funktionsglei-
chung.

. Eine zur y-Achse symmetrische Polynomfunktion 4. Grades verlduft durch den Ursprung

und hat einen Wendepunkt bei W (1; 2.5). Bestimme die Funktionsgleichung.

Der Graph einer zum Ursprung symmetrischen Polynomfunktion 5. Grades hat in M (3; 6)
ein Maximum und schneidet die z-Achse bei z = +/15. Bestimme die Funktionsgleichung.

Eine zur y-Achse symmetrische Polynomfunktion 4. Grades beriihrt bei x = 4 die z-Achse
und schneidet die y-Achse bei 10.24. Bestimme die Funktionsgleichung.

Rosshan Ravinthrarasa Seite 13
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5

Optimierungsaufgaben (Beispiel)

Die Firma Hag hat den Auftrag, ein Areal einzuzédunen. Es sollen insgesamt 400m Zaun so auf-
gestellt werden, dass die rechteckige, eingezdunte Flache mazimal wird. Zwischen den Punkten A
und B sind bereits a = 120m der 400 Meter gebaut.

Zeige, dass die Funktionen A(z) = 9600 — 40z — 22 der umziunten Fliche in Abhingigkeit von x
entspricht.

. Ansatz erstellen (Werte u. Grossen, die fiirs Losen der Aufgabe relevant sind)

Skizze anfertigen (am besten zweidimensional)

Hauptbedingungen (als Funktion) formulieren

HB: A(a;b;2) = (a+ z)b

. Nebenbedingung formulieren

NB: U(a; b;z) = 2(a + x) + 2b = 400
2b =400 — 2(a + x)
b=200—a—-—2=80—=z

Zielfunktionen zusammenstellen
ZF: Z(a;z) = (a + x)(80 — z)
= 80a +80x —za — x
Z(z) = 9600 + 80z — 120z —
= 9600 — 40z — x>

2

Extremwert/e ermitteln
Z'(z) = —40 — 2z
=—-40—-2x=0
z=-204
Randwerte iiberpriifen (bei Intervallen) = [0; 80], weil [ +b =1+ b, d.h. 200m = 200m =

200m — 120m = 80m
Z(0) = 9600m?

Z(80) =0 4

Sinnhaftigkeit logisch kontrollieren + Aufgabe entsprechender Antwort geben

Aufgaben

. Ein Rechteck hat den Umfang u = 60cm. Uber beiden Schmalseiten und einer Lingsseite

werden Quadrate nach aussen errichtet. Bei welchen Abmessungen des Rechtecks ist die
Summe der drei Quadratflichen extremal? Handelt es sich beim Extremum um ein Minimum
oder ein Maximum?

Aus einem 120c¢m langen Draht soll das Kantenmodell eines Quaders hergestellt werden, bei
dem eine Kante dreimal so lang wie eine andere und der Rauminhalt moglichst gross ist.
Wie muss man die Linge der Kanten wahlen? Wie gross ist das maximale Volumen?

Rosshan Ravinthrarasa Seite 14
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Losung
Kapitel 1
1 a) f(z)=0
d) f'(z)=3

g) f'(z) =2z — 1223
i) @) =2
m) f'(z) = ﬁ

p) f/(z) =—-24+ 18z

e®

2. a) f'(z) = — gy

d) f'(z)= —plfz
_ in(z)
g) f/(x) - ln(z)ncos(w)
Kapitel 2
1. a) t(zr) =6z —5
— . — 23
2. t(x) =12z — 42; n(z) = —%x -5

3. P1(2; —3) und P»(—2; 21)
4. k=-20
5 tz)=-3z+1
6. ti1(x) = —6 und ta2(x) =21
7. t(z) =22 — 1
8. K(4; 8)
Kapitel 3
a) Df =R, Wy =R

NS: 21 =0, 2,3 = £V3

Lo o) (oY)
W(0; 0)
Ursprungssymmetrie

¢) Df =R, Wy =[L2; o]

64
NS: keine
. V5. 103
H(0; 2), T1 2 (iT, ﬁ)

V15, 1027
w (iﬁ7 576 )

y-Achsensymmetrie
e) Dy =R, Wy =R
NS: z1 = —1; 29 =2
. .2
H(=1; 0), T (1; —%)
!
W (0; —3)

g) Dy =R, Wy=R
NS:z1=0;z2 =1

(5 2). 70 0
Wiz #)

f'(@)=-9 ¢) f'(z) = 16x!®
f'(z) = 322 f) f'(z) = 3 5314
f'@)=%s i) f() = e
1623 + 60z2 + 74z + 30 ) f(z) = 1623 + MZT\/E
f/(x):—ﬁ O) f/(x):—ui;%)z
2 9
O —" D @) = i
fl@)=-% ) fl(@)=—3
2In(10) -10 ST ' z2e® —4e® —2zc”
f'(z) = NS f) f'(z)= NV
f'(%) = cos(z)In(z) + sinéw) i) _%@Mmm
b) t(z) = —4zx
b) Dy =R, Wy = [~1; oo
NS: 1 = —3, 22 =
T(-1; —-1)
d) Df =R, Wy =R

Hy (V2 35v2), Ha (—V6; —£V/6)
i (-3 ~#VE), 75 (v6; $46)

W1 (0; 0), Wa (2; ), Wa (—2; —$8)

15

Ursprungssymmetrie

f) Dy =R, Wy =R
NS:z1 =1; 20 = —2
H(-2; 0), T(0; —4)
W(-1; —2)

h) Dy =R, Wy =Rg
NS: 21 =0
T(0; 0)
W (15 §), Wa (2 2)
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a) Dy =R, Wy =[-1; 1] b) Dy =R, Wy =]0; 4]
NS: 21 =0 NS: keine
H(L; 1), T(-1 -1) H(0; 4)
2. W1 (0; 0), Wa s (i\/ﬁ; i?) Wi o (i@; 3)
a(z) =0 a(z) =0
Ursprungssymmetrie y-Achsensymmetrie
. . d) Dy =RT, Wy =RJ
C) Df:RO,Wf:RO NS:;El =0
NS:z1 =0 W(i, %)
e) Dy =R, Wy = [—2.24; 2.24] f) Dy =R, Wy = [_%; %}
NS: z, = 2.03 + k7 NS:zp, =k- 3
Hy, (0.46 + 2km; 2.24), . H . a1
Ty (3.61 + 2km; —2.24) Hy (F +km ), T (=5 +km —3)
Wi (2.03 + k3 0) Wi (k - 3; 0)
Ursprungssymmetrie
g) Dy =R, Wy =] —oc; 1] h) Dy =R, Wy =RJ
NS: 21 =0 NS: 21 =1
" (1 1) H(=1; ¢), T(1; 0)
w2 %) Wi (=v2—1; 1.04), W2 (V2 - 1; 0.52)
a(z) =0 a(z) =0
j) Dy =R*, Wy =] —o0; 1
. NS:z; =1
) Dy =R, Wy = [~ o] H (e 7)
NS:z; =1 e
(L -1 w(veT 1)
a(z) =0
PS:xz=0
Kapitel 4
1. f(z) = —éx:” + %1‘2 — %x—i— 2
2. f(z) = %14 - %x?’ + 622
3. flx) =23 —322+4
4. f(z) = é:c3 + %x—i—Z
5. f(x) = 32° — 1023 + 15z
6. f(z) = éx3 — 3z
7. flx)= —%1‘5 + %:cg’
8. f(z) = 7%14 + 322
9. f(z) = —%x5 + gm?’
10. 0.04z* — 1.2822 + 10.24

Kapitel 5
1. Lénge | = 20cm, Breite b = 10cm = Minimum

2. 5¢em, 10cm, 15¢m; Vinax = 750cm3
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II Integralrechnung

Mit dem Integral | f) f(z)dz berechnet man die Flache zwischen dem Graph und der z-Achse.

Das Integral

6 Stammfunktionen und Integrationsregeln

/() /() [ f(z)de
0 ¢, ceR cx
c cx Lo
rozt ! ", r e R\{-1} i r+1
~L=—z2 1=yt In|x|
e
cos(z) sin(z) —cos(x)
—sin(x) cos(x) sin(x)
1+ tan?(z) = m tan(z) —In| cos(x)|
e’ e’ e*
. et oc 1. oo
In(a) - a® a® hf(g;)
1 In|x| z(lnjz| — 1)
e loglal | ey (tnfa] — 1) — a(log, o] - log, (¢)
11_m2 arcsin(z) x - arcsin(z) + /1 — 22
- \/11_7 arccos(z) x - arccos(z) — V1 — 22
ﬁ arctan(z) - arctan(z) — In(1 + 2?)

Tabelle 5: Liste der wichtigsten Stammfunktionen
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6.1 Aufgaben

1. Bilde jeweils die Stammfunktion.

a) [4z do b) [a3 da

¢) [z dz d) [—32% da

e) [1001 da f) [0da

g) [z dx h) [7Va? da

i) [sin(z)+ cos(z) dx j) [3sin(z) — 2cos(z) dz
k) [2e” da ) [2° d

m) [In (a:) da n) [ 2log,(x) dz
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7 Typen von Integralen

7.1 Unbestimmte Integrale

Ist F' eine Stammfunktion von f, so heisst die Menge aller Stammfunktionen das unbestimmte
Integral von f:

/f(x)dx:F(m)+C, CeR

| heisst Integralzeichen, f(x) ist der Integrand, dz das Differential und C heisst Integrationskon-
stante.

Weitere Regeln:
Partielle Integration: / u(z)v' (z)dz = u(z)v(z) — / o/ (z)v(z)dz

Faktorregel: / c- f(z)da = c- / f(a)dz
Summenregel: / (f(z) + g(z))dz = / fla)de + / g(z)dw

7.2 Bestimmte Integrale und der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
b
[ Ha)e = Fo) - Fla) = [P
Weitere Regeln:
b
Integrationsgrenzen: / flx)dz, a <z <b

a b
Vertauschen der Integrationsgrenzen: / f(zx)dx = — / f(x)dx
b a

b c b
Aufteilen der Integrationsgrenzen: / f(x)dx:/ f(:z:)d:z:+/ f(z)dz

Sonderfall: / f(x)dx =0

Flache zwischen Kurve und z-Achse

A= /zs Fla)de |+ /b Fx)da
xzg = die einzige Nullstelle von f in ]a;b[
Flache zwischen zwei Kurven
A=| [ @) = gtontz | +] [ @) - glonas

x1,2,3 = Schnittstellen der beiden Graphen
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7.3 Uneigentliche Integrale
/ f(z)dz = blim f(z)dz

b b
/_ f(z)dz = bgr_noo f(z)dz

— 0o

/O; J(@)de = [ oo fla)dz + / " fw)de

Wenn der Grenzwert der Fliche einen endlichen Wert hat (bspw. 2), ist die Flache konvergent und
wenn der Grenzwert +oo ist, ist die Flache divergent.

7.4 Aufgaben

1. Bilde jeweils das unbestimmte Integral.

a) [1dx b) f6:r,3 dz

¢) [(322—1) da d) [(Bz+4)(@2—1) do
e) fx% dz f) ft% dz

g [ (&~ ) do h) [ o= de

) [ Va(z+5) de i) [ vz de

k) [cos(x) dz ) [(1+tan?(z)) dz
m) [(e® +sin(z)) dz n) [5° do

o) [1 . zde p) [« In(z) dz

Q) [(z+ cos(x)) du r) [2'72 dz

2. Bilde jeweils das bestimmte Integral mit dem Hauptsatz.

a) [ida® da b) [% (2% +3) dz

¢) [, L dx d) [2 (22— 2) do

e) [{3yz du £ [/ de

g) [, sin(z) dz h) [T (4sin(z) — 3 cos(z)) du
) Sl et da ) flweem de

k) [2 o] de D [P 1| de

3. Berechne die Fliache zwischen der Kurve und der z-Achse.

a) f(z) = —222+18 b) f(x) = z(z? - 1)
c) fla)=(z—1)2-1 d) f(z) =a* — 42
e) f(x)=2*—1022+9 f) fx)=ax+2"1 -4
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4. Berechne die Fliache zwischen zwei Kurven.

a) f(z) =22 und g(z) = 8 — 22

c) f(z) =2® — 52 + 62 und
g(z) = 2% — 7% + 122

b) f(z) = 2% und g(x) = 16 — a2

2

N

d) f(z) = ta® und g(z) = V2&

5. Berechne das uneigentliche Integral, sofern es existiert.

a) floo 1%4 da

) [ 2 da

e) [T da

e
—2
8) |- e Ao

i) [ Te ™ dw

b) [TL % dx
d) [0255 da
f) 200 x—il dz
h) 300 5:—395 dx
j) f?oo e % dx
) [T elel da

Rosshan Ravinthrarasa
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8 Volumen von Rotationskorpern

Rotation um die z-Achse .
V=m / P(z) dz
Rotation um die y-Achse

Vzw/dfl(a:) dx

Ringformige Rotationskdrper (um die z-Achse)

b
Ver [ (P - #e) do
Bedingung: f(z) > g(z)
Bei Rotation um die y-Achse wird die jeweilige Umkehrfunktion quadriert.

8.1 Aufgaben

1. Der Graph, der mit der z-Achse eine endliche Fliche begrenzt, wird um die z-Achse rotiert.
Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

a) f(z) =—2%+4 b) f(z) =3z — 322
c) f(z) =a*(x+2) d) f(z) = (a? 1)
e) flx)=azVd—1x f) f(x) =v1—22
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9 Substitutionsmethode

Einfache Substitution )
/f(a;v +b)dz = — - F(ax +b)
a

Mehrfache Substitution
[ Ho@ng' @z = [ fudu = Fig(o))
g(x) =u d.h.: ¢'(z)dz = du
Partielle Integration

/ f(@)d (@)dz = f(x)g(x) - / F(2)g(@)dz

9.1 Aufgaben

1. Bilde das unbestimmte Integral mit der einfachen Substitutionmethode.

a) f(z) = (2u+3)° b) f(z) = 7(3x — 1)°
c) f(x) = (12 - 2)° d) f(z) = (3 - 3z)’
e) f(z)=12(3z - 9)° f) f(z) =(3-2v2)?
g) f(z) = (4o +3)7? h) f(z) =2(1-2)7°
D) f(z)=(4— L) i) f@) = gty
k) () = Gty ) f(2) = 5

2. Bilde das unbestimmte Integral mit der einfachen Substitutionmethode.
a) f(z)=(3z-5)° b) f(z) = 54
c) f(z) = 7= d) flz)= Vaz +b
¢) f(r)=a(a® +1)? ) fle)= Va1
g) f(z) = gt h) (@) = 5
i) f(z) = 2ze” i) f(x) = aze
K (@)= mie ) f(z) = sopelnet)

8) f(x) = we” b) f(2) = (& - 1)e”
¢) f(x) = Lae? d) f(2) = bwe?
¢) flx)=ae> ) fla) = (20 +2)e2
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Losung

Kapitel 6
1. a) F(x)=2z2+c¢

c) F(z) = %x2 +c

e) F(z) =1001z +c

k) F(z)=2e"+c¢

m) F(z)= 73”12"(9:) - %x +z

Kapitel 7
1. a) F(z)=z+c

e) F(z)= —% +c

g) Fla)=—F+3+e

3

) Fp)=22E 4 100VE o

k) F(z)=sin(z) +c¢

m) F(z)=e* — cos(z)+c

o) F(z) =2z +c

q) F(z)= %a;Q +sin(z) + ¢

2. a) 16

e}
~
=

e) 14

o
N NN

I Il
N Wl KIJ

]
3
I
5]
w

S
o
Na
b
Il
=
~

Wl

o]
=
|
ol

F(z) = ix‘l +c
F(z) = —%wg +c
F(z)=c¢

F(x) = 4z Vz3

F(xz) = —3cos(z) — 2sin(z) + ¢

F(x):%—l—c

3lo: x)-x x
O e IR
F(z) = %x‘l +c

F(w):%$4—%w2+%z3—4z+c
F(a:):—z% +c

F(z) = %13 —z + 5ln|z| + ¢

_ 5°
P(z) = n(5)
F(z) =orm -In(zx) —azn+¢

F(z) =In|z| 4+ ¢

12

3 —2In(2)
V3

8

em —m

2

A=
A=
A =43 —In(7+4V3)
A=
A=
-4

5

oo div
%
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i) 1 j) oo div
k) 1e3 1) 2
Kapitel 8
1. a) V=107.23 b) V = 203.58
¢) V=383 d) V=255
e) V =67.02 f) V=419
Kapitel 9
1. a) F(z) = 52z +3)5+¢ b) F(z)=3@Bz—1)7"+c
c) F(z)=—-1(12—2)* +c d) Fz)=-3B-32)*+c
e) F(z)=(3z—9)*+c f) F(z) = —%2(3 - av2)3 +c
g) Fz)=—1(dz+3)"1+c h) Fz)=(1—-x)"2+c
) Fx)=2(4-4a) "+ §) F(z)=—gztyz +c
k) F(w):@ﬁrc ) Fz)=v2z +1+c
2. a) F(z)= &3z —5)7 b) F(z) = 2In|3z — 4|
) F(z)=2(x+2)? d) Fz) = &(az +b)7
e) F(z) = L(z?+1)* f) Flz) =12 +1)2
g) F(z)=—3(1—22)3 h) F(z) = %In(1 —a?)
i) F(z) = e’ j) F(z) = - &e b
k) F(z) = In|n(z)] 1) F(z) = ax
3. a) F(z)=e®(x—1) b) F(z)=2e%(z —1)
¢) F(z) =e®(z —2) d) F(z) =e® (12 - 1)
e) F(z)=e* ($z-1) f) F(z)=e* (z+3)
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IIT Analogien

Die Analogie zwischen Differenzieren und Integrieren besteht darin, dass sie mathematisch das
Umgekehrte zueinander sind: Differenzieren bestimmt die Steigung einer Funktion, Integrieren
berechnet die Fliche unter ihr.

10 Differentialrechnung vs. Integralrechnung

Differentialrechnung Integralrechnung
Zweck Steigung Fléache
lokale Anderungsrate Summation der Andeurng
Potenzregel (7)) = ramt Jardz = ﬁllx”‘l +c
Summen- / (f+g) =f+4g J(ftg)de=[fde+t [gdx
Differenzenregel
Faktorregel (cf) =c-f Jefde=c/[fdx
Produkt (fo) =Fg+1d [ F@)d@ds=f@)g@) — | f(2)g()ds
Produktregel Partielle Integration
Verkettung | (f(g(x)))" = f'(9(2)) - ¢'(x) [ [(9(x))g'(x)dx = [ f(u)du = F(g())
Kettenregel Mehrfache Substitution

Tabelle 6: Analogien zwischen der Differential- und Integralrechnung
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