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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

1 Vektorrechnung

1.1 Definition eines Vektors

Ein Vektor ist die Menge aller Pfeile gleicher Lénge (Betrag), gleicher Richtung und gleicher Ori-
entierung.

Vektorenberechnung:
rp —X¢
py (“fB “) B = [ yo - e
Y —Ya 2D — 20

1.2 Vektor als Komponente und Betrag

U= (5) = Komponent |7 = V22 + y? = Betrag
= Komponent |0] = Va2 + y% + 22 = Betrag

’(7:

SIS

Betrag = Lénge eines Vektors

1.3 Vektoraddition / -subtraktion und skalare Multiplikation
= ()= ()= (i)
Ya Y Ya + Yo
S Ta\ _ [T-xq
bast (ya> B (t-ya)

1.4 Linearkombinationen

oL
|
V)
QL
_|_
-+
S

Lineare Abhéngigkeit:

e Linear unabhangig: Keiner der Vektoren lasst sich als Linearkombination der anderen schrei-
ben.

o Linear abhingig: Die Vektoren lassen sich als Linearkombination der anderen schreiben (bei

2 Vektoren: kollinear / bei 3 Vektoren: komplanar).

1.5 Ortsvektor
Pfeil (Représentant), bei dem der Ausgangspunkt der Ursprung des Koordinatensystems ist.

X
b -

z

Mittelpunkt M eines Ortsvektor (fiir x = a und y = a):

Aus ap = arraQ —5 aQ folgt aps = g

Ortsvektor des Schwerpunkts eines Dreiecks ABC":

08 = (WHO_B)JFO?)

1
3
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

1.6 Skalarprodukt

Formel:
aq bl
a9 b2
: =a1-bitag-bat--+an- by
an bn

Geometrische Interpretation:

b
Stumpfer Winkel = G- b = —|d]|b|
b

Rechter Winkel (orthogonal) = ad-b=0
Rechenregeln:
a-b=b-a Kommutativitét
ib+d=a-b+a-c Distributivitét
(s-@)-b=s-(a-b) Skalar ausklammerbar
@-b:=lal-|b| - cos(¢) Winkelberechnung
1.7 Vektorprodukt
Formel:
a b1 azbs — azby
az | X | ba | = | asbi —aibs
as bs arby — azby

a b a2'b3—a3'b2
3 s } ag-by—a;- by

a1><21 } ay;-by—ay-by

Geometrische Interpretation:

I
S
X

Senkrecht =

Kollinear =

|
=Tl
X
SRS RS !
I
=1

Flache des Rechtecks = @ x
Rechenregeln:
axda=0 Nullvektor
axb=—(bxa) nicht kommutativ, aber antisymmetrisch
(s-@) xb=s-(@xb) Skalar ausklammerbar
ix(b+d)=axb+axé Distributivgesetz

Rosshan Ravinthrarasa
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

1.8 Spatprodukt

Formel: .
(@xb)-¢
Geometrische Interpretation:
Komplanar = (@ x b)-¢=0
Volumen des Spats = (@ x b) - &
Fléchenberechnung: .
A= M |dxbl=|d|-|b|cos(d)
Volumenberechnung:

V=M @G-bxad)
Multiplikationsfaktor M:

Volumen:
Flache:
e Spat =1
o Parallelogramm = 1
. ¢ Dreiseitiges Prisma = %

e Dreieck = 3
o Tetraeder = %

1.9 Kollinearitat und Komplanaritat

Die Kollinearitidt von Vektoren kénnen durch das Multiplizieren der Komponente iiberpriift
werden. Wenn die Komponente eines Vektor durch eine Multiplikation den Komponenten des
anderen Vektors entspricht, sind die Vektoren kollinear (oder Vektorprodukt = 0). Mathematisch
gilt fiir kollineare Vektoren:
b=s-a axb=0

Die Komplanaritiat von Vektoren kénnen durch die Darstellung als Linearkombinationen iiber-
priift werden. Wenn die Vektoren gegenseitig durch Linearkombinationen dargestellt werden kon-
nen, sind die Vektoren komplanar (oder Spatprodukt = 0). Mathematisch gilt fiir komplanare
Vektoren:

-,

C=s-a+t-b (@xb)-¢=0

Rosshan Ravinthrarasa Seite 5



Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

2 Aufgaben: Vektorrechnung

1. Notiere den Vektor von A nach B in Komponentenschreibweise.
a) A(0;2) und B(3;6) b) A(9;—3;5) und B(5;5;—3)

2. Berechne den Betrag der jeweiligen Vektoren der vorherigen Aufgabe.

3. Fiihre die einfachen Vektoroperationen durch.

1 5 8 3
a)y [ 3 |+ (-1 b) [-9] - (3
—4 —5 5 4
2 8
c) —2-6 d) 4- (5
4 3

4. Untersuche, ob sich 7" als Linearkombination st + t¢' schreiben lésst.
=5

1 5
a)ﬁ:(:l)))’{;’: (i),F: (‘75) byi= (2], o=a],7=|7
3 6 2

5. Untersuche die Vektoren in den Teilaufgaben a) und b) auf Kollinearitdt und die Vektoren
in Teilaufgaben ¢) und d) auf Komplanaritét.

a)ﬁZ(f9>’ﬁ:<18>’w:<—i5> ba=|2]|o=(3) o=
’ —6 -9 3

1 3 7
vo- (e Qo) (e e
0 1 2

6. Das Skalarprodukt.

a) Berechne das Skalarprodukt: @ = (f) b= <_51) ¢ = 37.87°

b) Entscheide, ob das Dreieck ABC' einen rechten Winkel besitzt:
o A(5;-2;0), B(9;9;-3), C(1;3; -2)
o A(7;9:3), B(—2;9;3), C(—4;3;5)

5
c¢) Gegeben sind die Vektoren @ = | 4 | und @ = | 7 |. Berechne den Wert r so, dass der
3 1
Zwischenwinkel von @ und 7. ..
e ...90° misst.
e ...60° misst.
7. Das Vektorprodukt.
4 8
a) Berechne das Vektorprodukt: [ —4 | x | 1
7 —4
0 4 -5
b) Zeige, dass der Vektor 7 = | 0 | orthogonal zu 4= |3 | undzu o= | 7 | ist.
1 0 0
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

¢) Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks ABC.
« A(0;0), B(4;-7), C(6;—1)
« A(8;1;3), B(3;8;1), C(1;3;8)
o A(3;-1:7), B(9:2;5), C(5:0;3)
8. Gegeben sind die Punkte A(3;7;4), B(2;1;8), C(9;5;2) und S(0;0;10). Berechne das Volu-
men.
e des Spats, der durch Vektor S—le, S? und 5?’ aufgespannt wird.
¢ des dreiseitigen Prismas mit der Grundfliche ABC und Kante AS.
o der dreiseitigen Pyramide mit der Grundfliche ABC' und Spitze S.

9. Liegt der Punkt P in der von U(2;9; —5), V(8; —6;4) und W (3;4; —1) gebildeten Ebene E?
e P(0;0;0)
o« P(1;2;3)

Rosshan Ravinthrarasa Seite 7



Biindner Kantonsschule Chur

Vektorgeometrie (Grundlagen)

3 Analytische Geometrie

3.1 Geraden

Parameterdarstellung und Koordinatenform:

f:O—zZl—i—Suﬁ:é'—l—s-F und

Umrechnung:

Ty T +r,-y+c=0
—(—ry - Ap 471 Ay) =c
axr+by+c=0

axr+by+c=0

| Parameterdarstellung

| 77 ist senkrecht zum Richtungsvektor

| -7y =aund r, =b
| ¢ berechnen

| Koordinatenform

Lagebeziehungen:

g T=0g+5Tg h: Z=0,+t-T,

Sind 7, und 77, kollinear?

Ry =k T

Ist der Stiitzpunkt von g auf h? Ist der Schnittpunkt berechenbar? (LGS)
Og =0p+1t-7h Oges + 5 Tgps = Ohys + 1+ Thg

J % \\Tein J \/ wein

identisch parallel ’ schneidend ‘ ’ windschief ‘

3.2 Ebenen

Parameterdarstellung und Koordinatenform:

—
szA—l—s-B—ktB:é’—l—s-Fl—&—t-Fg und ar+by+cz+d=0

Besonderheiten:
a=0=by+cz+d=0=F | E,,
b=0=ax+cz+d=0=F | E,.
c=0=ar+by+d=0=FE| Eyy

a=b=0=cz+d=0=F| E,
b=c=0=ax+d=0=F | E,
c=a=0=by+d=0=FE | E,

a
O=ax+by+cz+d=n=1[b
c

Rosshan Ravinthrarasa Seite 8



Biindner Kantonsschule Chur

Vektorgeometrie (Grundlagen)

Umrechnung:

f:5+S'F1+t'F2

a(x —oz) +bly—oy)+c(z—0,) =0

ax + by + ¢z + (—aoy —bo, — co,) =0
d

ar+by+cz+d=0

Lagebeziehungen:

Fy ez +biy+ciz+di =0

| Parameterdarstellung
| 7 mithilfe des Vektorprodukts bilden

| in die Normalenform einsetzen
| Subtraktion

| Skalarprodukt

| Faktorisierung

| Koordinatenform

Ey @ asx+byy+coz+do=0

Sind 777 und 7i» kollinear?
i1 =k - Tio

D

\wn

di =k-dy

Sind die konstanten Glieder kollinear? schneidend

J f/ x\fein

identisch parallel

3.3 Kugel

Spezialfall
fiy - i = 0 = 90°

—
Koordinatenform mit m = OM (Ortsvektor des Kreismittelpunkts M):

2 2

(x_mx)2+(y—my)2+(2—mz) =r

3.4 Schnittprobleme
Gerade-Gerade

Ausgangslage: Zwei Geraden in Parameterdarstellung.

Berechnung:
5g+S~Fg:5h+t~77h
Ogx + TgaS = Ong T Thal
Ogy + TgysS = Ony + Thyt
O0g + Tg28 = 0p, + Tpt
Diskussion:
0=0 | identisch
s=t=14 | parallel / windschief
s=8y Nt =ty | schneidend
Schnittwinkel:

. = arccos <

|Fg ) Fh| )
7| - 7l

Rosshan Ravinthrarasa
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

Gerade-Ebene
Ausgangslage: Gerade und Ebene in Parameterdarstellung.

Berechnung:
og+s-Ta :5E+t-F17E+u~F27E

0Gz + TGaS = Oz + Ti1ELl + T2EU

ocy + Tagys = Opy + TiEyt + TaEyU

0G,z + G,zS = OE,.z + lrjl,E,ztL + T2,E,zU
Diskussion:

0=0 | identisch
s=t=u=14 | parallel / windschief

s=8og ANt =1t ANu=ug | schneidend

Schnittwinkel:

|FG'(F1,E><F2,E)|)

o = arcsin ( — — =
7G| - 71,5 X 72,5

Ausgangslage: Gerade in Parameterdarstellung und Ebene in Koordinatenform.

Berechnung:
Og Tz
g:|oy|+s-|ry E : ar+by+cz+d
Oz Tz i
0=a(oy +rys) +bloy +rys) +clo, +1.5) +d
Diskussion:
0=0 | identisch
s=14 | parallel
s=8o | schneidend
Schnittwinkel:

, ( |7 7] )
a = arcsin [ ———-
|71 - |7

Spezialfall: Die Gerade schneidet eine Koordinatenebene.
1. Spurpunkt: Schnittpunkt mit der zy-Ebene [S(z;y;0)]

z=0=t: o, +r,t=0

2. Spurpunkt: Schnittpunkt mit der yz-Ebene [S2(0;y; 2)]

r=0=1t: o, + 1, =0

3. Spurpunkt: Schnittpunkt mit der xz-Ebene [S3(x;0; 2)]

y=0=1: oy +r,t =0

sV tVu einsetzen, um Punkt S zu berechnen.

Rosshan Ravinthrarasa
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

Ebene-Ebene
Ausgangslage: Zwei Ebenen in Koordinatenform.

Berechnung:
E1:a1x+b1y+clz—|—d1:0 E21a2$+b2y+622+d2:0
ay a2
ﬁl = bl ﬁ2 = b2
C1 C2
Diskussion:
M =k-fiaANdy =k -da | identisch
My =k-fig Ndy £ k- ds | parallel
7_7:1 7é k- ﬁg AN dl 7é k- d2 | schneidend
Schnittgerade:
Z=0g+t-7g
0s =x=0; yAz= im LSG losen
’ITS = T_il X ’f_ig
Schnittwinkel: L
()
o = arccos | ————=—
|7i1] - ||

Spezialfall: Die Ebene schneidet eine Koordinatenebene.
1. Spurgerade: Schnittgerade mit der xy-Ebene (z =0 = ax + by + d = 0):
_g —b
Z=10 | +t-| a
0 0

2. Spurgerade: Schnittgerade mit der yz-Ebene (z =0 = by + cz +d = 0):

= d
r= -5+t |—-c

Ebene-Ebene-Ebene
Ausgangslage: Drei Ebenen in Koordinatenform.

Berechnung:
Fi:aix+by+cz+dp =0
Fo:asx+boy+coz+dy =0
FEs:asx +bsy+c3z+ds =0
Diskussion:

Alle Gleichungen sind kollinear | identisch

LGS hat genau eine Losung (z;y; 2)
LGS hat unendlich viele Lésungen (0 = 0)
LGS ist nicht 16sbar

| schneidend (Schnittpunkt S)
| schneidend (Schnittgerade g)
| nicht schneidend (Prisma-Lage)

Rosshan Ravinthrarasa
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

Kugel-Gerade
Ausgangslage: Gerade in Parameterdarstellung und Kugel in Koordinatenform.

Berechnung:
Oz Tz
g:loy|+s-|ry K (z—m)?+ (y—my)* + (2 —m,)? =12
0z Tz
2 = ((0p +128) — mz)Q + ((oy +1ys) — my)2 + ((02 +728) — mZ)2
Diskussion:
81,2 | Sekante (zwei Schnittpunkte)
51 | Tangente (ein Schnittpunkt)
s={} | Passante (kein Schnittpunkt)

s einsetzen, um Punkt S zu berechnen.

Kugel-Ebene
Ausgangslage: Ebene und Kugel in Koordinatenform.
Berechnung:
Aus E und K folgt g : & = 0nry + S - iE
gNE :alor(k)e +nEes) +0(0rk),y +nEyS) + clor(k),: +nE,zs) +d=0

|sZ| = d
Diskussion:
d<r | E€e K
d=r | E ist Tangentialfliche von K
d>r | E¢ K

s einsetzen, um Punkt S zu berechnen.

3.5 Abstandsprobleme

Punkt-Gerade
Ausgangslage: Punkt P und Gerade g in Parameterdarstellung

Berechnung:
B =04 5T = F(0y + 745,05y +1ys;0, +72.5;)

P, — (0g + 148)

FP = Py — (0y +1ys)
P, — (0, +7.5)
Px - (Oz + Tms) T:L’

FP. 7= Py — (0y +1ys) ry | =0
P, — (0, +7.5) Ty
sN|FP| : d=d(P,F,)

Punkt-Ebene
Ausgangslage: Punkt P und Ebene E in Koordinatenform (Lotfusspunktverfahren)

Berechnung;:

SﬂﬁE QPE : d(P,PE)Z ‘SﬁE‘

Rosshan Ravinthrarasa Seite 12
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Ausgangslage: Punkt P und Ebene F in Koordinatenform (HESSE’sche Normalenform)

Berechnung:
N 7)
EHNF : 0:[$—OE]ﬁ
E
ax +by+cz+d
PN Eynr : O:T =d(P;E)
E

ebenfalls : d=d(P;E) =|[op — 0] - ig|

Gerade-Gerade
Ausgangslage: Zwei windschiefe Geraden ¢g; und go in Parameterdarstellung

Berechnung;:

51:01 —‘r—S’Fl .’3'2:02 +t772
Eh : 5:51 +S'771+t'772
ez +by+cz+d|l

Fune : 0O = —d(gl§g2)
7iE

Ausgangslage: Zwei parallele Geraden g; und g, in Parameterdarstellung

Berechnung:

- . L o -
T1=01 +5-T1 To=0y +1t 7o = Fy(024 +T2t;02, + T2yt 02, + 12 5t)

— Ol,z — (02,9: + T2,mt)
Foir = | o1y — (02,4 +124t)
01,z — (02,z + 7"2,zt)
— 01,2 — (02,$ + TQ,:J:t) T2,z
Foy -3 = | 01y — (02, + T2,4t) T2y | =0
01,z — (OQ,Z + T2,zt) T2,z

—
tn|For| : d=d(P,F,)
Gerade-Ebene
Ausgangslage: Gerade g in Parameterform und Ebene F in Koordinatenform
Berechnung:
g:T=0,+sTg E :ax+by+cz+d=0

_ la-0g5+b-0gy+cC-0g.+d
1/012_‘_1)24_02

d=d(g; E)

Ebene-Ebene
Ausgangslage: Zwei Ebenen E; (mit P € E; und P(0;0; 2)) und Fs in Koordinatenform

Berechnung:
Fy :ax+by+cz+di =0 Ey : ar+by+cz+dy=0

.P,+b-P, P,
d:d(El;EQ):d(P;EQ): |a + y +¢ P +d|

|7

Rosshan Ravinthrarasa
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4 Aufgaben: Analytische Geometrie

1. Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden g und h. Berechne allenfalls den Schnittpunkt
und den Schnittwinkel der beiden Geraden.

2 9 8 —6
a)g: Z=[2]4+s|-3| undh : [O] +¢] 2
2 6 5 —4
1 4 -3 3
b)g:Z=|-2|+s|5]| undh : 0| +t]2
=5 6 3 1
3 —4 -2 5
¢)g :Z=|9|+s| 1 | undh : |6 +¢[2
2 3 -3 5
14 6 —16
d)g: Z=s| 21 | und h : 9 | +¢t|—24
—28 —12 32
—23 8 9 4
e)g: = -3|+s| 4 | udh: |-5|+t|-7
2 -1 7 4
-2 6 -2
f)g : =3 |+s|—-2] undh : t| 3
1 3 6
2. Bestimme die Koordinatenform der Ebenen, in der nur ganzzahlige Koeffizienten auftreten.
1 1 1 4 1 1
a) Z= (2| +s|0]+t]2 b) Z=19] +s|2]|+¢t[0
0 1 3 1 0 3
4 -1 0 2 1 1
c) =15 |+s| 0 ] +t|0 d) &= |5]+s|1]+t|0
-1 1 1 1 1 2
3. Gesucht sind die Gleichungen der Kugel K mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 7.
a) M(4;2;-1),r=5 b) M(2;1;4), r =3
4. Priife, ob A und B auf der Kugel K mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r liegen.
a) M(2;-1;4), r =3, b) M(-2;4;3), r =6,
A(4;1;5), B(3;2;1) A(0;0;0), B(4;1;5)
5. Bestimme den Mittelpunkt M und den Radius r der Kugel K.
a) 22 +4x +y? — 6y + 22 + 102 = 62 b) 22 + % + 22 -2z +4y =11

6. Der Punkt A liegt auf der Kugel K. Welcher Punkt B der Kugel K liegt exakt gegeniiber
von Punkt A7
a) (z—6)2+(y+2)2+22 = 121, A(8;4;9) b) 22 + (y — 4)? + 2% = 361, A(6;21;6)

7. Berechne die Schnittpunkte und Schnittwinkel (wenn moglich) bzw. Schnittgeraden.

2 9 8 —6
a) g : ¥=|2|+s|-3]|,h:Z=|0|+s]| 2
2 6 5} —4
1 -1
b)g: Z=|-19]+s| 6 |, E durch A(3;0;0), B(0;5;0), C(0;0;2)
—26 7

¢) By : x4+2y+22—-6=0,Fy : x—y=0

Rosshan Ravinthrarasa Seite 14



Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

d) K mit M(—2;1;3) und r = /6, g durch A(—3;—7;8) und B(—2; —4;6)
e) B : 2r—y+42-38=0,K : (x—3)2+(y—3)?+(2—2)?>=36

8. Berechne den Abstand d.

1 -1
a) P(-1;4;5),9 : & = (2] +s| 3
2 2
b) E : 4z —4y+2z—16 =0, P(5;—5;6)
5 2 4 4
c)g: =1 ]+s|2|,h:Z=|3]|+t] 2
-2 3 -1 -3

Rosshan Ravinthrarasa
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Biindner Kantonsschule Chur Vektorgeometrie (Grundlagen)

5 Losung
Vektorrechnung
—4
1. a) (i) b [ 8
-8
2. Betrag fiir Vektor la: 5 und 1b: 12.
6 5
3. a) | 2 b) | —12
-9 1
—4 32
c) | —12 d) | 20
-8 12
4. a) T =5u—20 b) 4
5. Untersuche die Vektoren in den Teilaufgaben a) und b) auf Kollinearitdt und die Vektoren in Teilaufgaben
¢) und d) auf Komplanaritat.
a) % und W sind kollinear b) alle drei sind kollinear
¢) nicht komplanar d) komplanar
6 a) 9
b) e y=090°
e nicht rechtwinklig
c) o r=4
e 7=25.5
9
7. a) |72
36
b) stimmt bei beiden
C) ¢ 19
o B3~ 33.77
e 0
8 o 14
« 7
7

3
9. e P nicht in F

e Pin E
e Pin F

Analytische Geometrie

1. a) gllh b) S(9;8;7), ¢ = 31.5° ¢) windschief
d) g=h e) S(1;9;-1), ¢ =90° f) windschief, ¢ = 90°
2. a) r+y—2—-3=0 b) 6z —3y—2z+5=0
c) —y+5=0 d) 20 —y—2+2=0
3. a) (z—4)2+@y—-22+(=+1%2=25 b) (z—22+@w—-1)2+(2—-4)2=3
4. a) A€eK,B¢K b) A¢K,B¢ K
5. a) r =10, M(—2;3;—5) b) r=4, M(1;-2;0)
6. a) B(4;-8;-9) b) B(—6;—13;—6)
7. a) S(0;0;7), ¢ = 90° b) S(—3;5;2), ¢ = 48.03°
0 2
c) Zg=(0]| +s[ 2 |, ¢ =76.37° d) S1(0;2;2), S2(—1;—1;4) = g ist eine Sekante
3 -3
e) E ist Schnittebene
8 a) |d =3
b) |d|=6
c) |dl =
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